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NOTAÇÃO
Ç , R , <j>- - linhas de coordenada longitudinal, radial e. cir ~
cunferencial, respectivamente, 
u, v, w - deslocamentos nas direções meridional, circunfe -
rencial e radial, respectivamente. (Figura 2.1.)
0 - rotação meridional. (Figura A . 2,3.)
' - coordenadas'generalizadas.
m ordem do harmônico da serie de Fourier.
- vetor deslocamento do elemento, para ò harmônico 
e ■ . ’
m,
£b] - matriz (8x 12) que relaciona deslocamentos no ele­
mento com coordenadas generalizadas.
[M] - matriz (12x12) que relaciona coordenadas generali_
zadas com deslocamentos no elemento,
{e;™} . - vetor deformações específicas do elemento, para o
harmônico m.
[Wm ] - matriz (6x12) deformação-deslocamentos do elemen-
Ç V
to,para o harmônico m. 
z r^distância medida, ao longo dá espessura, a partir
da superfície de referência, (Fig. A . 2.1.)
- raios de curvatura nas direções meridional e cir-
í $
cunferencial respectivamente,
L - comprimento longitudinal do elemento,
A, R - coeficientes da primeira forma fundamental para
\ cascas .de revolução,
h - espessura da casca.
E» . E. - modulos de elasticidade nas direções meridional e
£ ■ <J> .
circunferencial, respectivamente.
VX11
v ' v - coeficientes de Poisson.
V^ ’ v<f>Ç
G - modulo de elasticidade transversal.
{0 } • - vetor tensões.
{a^} - vetor' tensões resultantes do elemento, para o har. 
mônico m.
[E] - matriz ('6x 6) tensões resultantes-deformações .
{F } - vetor forças de contorno do elemento,
[Kjtf] - matriz (8x 8) de rigidez do elemento.
Um - energia de deformação do elemento, para o harmôni
6
co m .
wj - trabalho realizado pelas forças de contorno do
elemento, para o harmônico m.
• - energia potencial total do elemento, para o harmô
■ nico m.
a", a+ - raios do paralelo no início e término do elemen-
. to, respectivamente.
[D™] - matriz (.12x 8) que relaciona coordenadas generali­
zadas com deslocamentos nos contornos do elemento, 
para o harmônico m.
[Tg] matriz (6x 8) .de tensões do elemento, para o.harmô
nico m.
e°, e°, - componentes, do vetor deformações específicas da
K <í> £<*> •
superfície de referência.
k . k , k - componentes do vetor mudança de curvatura da su-
V  <}> ^  1
• perfície de referência.
\N , N ±, N _■ - tensões de membrana por unidade de comprimento.
Ç <f> Ç(J)
M^, M,, M„, - momentos por unidade de comprimento.
K «t> Ç<l>
0 , 0  - tensões transversais por unidade de comprimento.
RESUMO
Neste trabalho ê desenvolvida uma formulaçao analítica 
para um elemento finitõ axisimêtrico de cascas finas de revolu­
ção, baseada na teoria de Love, visando o cálculo de desloca­
mentos e tensões resultantes em cascas de revolução carregadas 
arbitrariamente.
Através de uma. formulação v.ariacionai, a matriz de ri­
gidez do elemento ê obtida da minimização -do funcional de ener­
gia potencial total. Paralelamente, são calculadas as matrizes 
de tensões para cada ponto de integração.
A partir desta formulação analítica foi codificado um 
sub-programa digital que, inserido em um programa de elementos 
finitos, foi utilizado na resolução de vários problemas.
Os resultados obtidos são apresentados e comparados 
com soluções analíticas ou numéricas encontradas na literatura.
XABSTRACT
An analytical formulation for an axisymetric finite 
element, of a thin shell of revolution, based on the theory 
of Love, is developed for the computation of the displacements 
and the resultants stresses of shells of revolution arbitrarily 
loaded. . •
By means of a variational formulation, the stiffness 
matrix of the element is obtained by minimization of the
functional of total potential’ energy. In addition, the stress 
matrices are evaluated for -eaxh integration point.
Using this analytical formulation, a digital sub-program 
was codified and included in a finite element program. 
Afterwards, this program was used in the solution of various 
problems.
The results are presented and-compared with analytical 
or numerical solutions found in the literature.
Uma casca fina de revolução ê um corpo delimitado por 
duas superfícies de revolução separadas entre si de pequena dis - 
tância.
Utilizando a Figura 1.1. pode-se visualizar os p a r â m e ­
tros geométricos básicos de uma casca fina de revolução: o eixo 
de revolução, a superfície de referência, a espessura e os contor 
nos. A superfície de referência ê obtida pelo giro da geratriz, 
denominada meridiano, em torno do eixo de revolução. 0 estudo de 
cascas finas ê feito através da análise de suas superfícies de r£ 
ferência. ■
1; INTRODUÇÃO
EIXO DE REVOLUÇÃO
Figura 1.1. - Casca fina de revolução
2Diversos componentes estruturais são constituídos de 
cascas finas de revolução carregadas, estática ou dinamicamente, 
das mais variadas maneiras. Soluções analíticas exatas para pro - 
blemas de cascas podem ser obtidas somente para casos especiais. 
Devido a isso, nos últimos anos tem sido grande o desenvolvimento 
de métodos aplicáveis a computadores na busca de soluções para 
problemas complexos de cascas. Entre estes métodos, um dos que 
tem alcançado grande sucesso é o método dos elementos finitos, dcí 
vido ã sua grande versatilidade e eficiência em modelar e resol­
ver problemas de estruturas complexas com as mais diversas formas 
de carregamento e vinculação.
Em problemas de cascas, estas são modeladas por um conjun 
to de elementos interconectados por n o s , sendo que a configuração 
deslocamento no interior do elemento é aproximada por funções de£ 
locamento dos nõs. Em várias aplicações do método de elementos fi^  
nitos a cascas de revolução, foram usados segmentos cônicos para 
modelar a casca; este procedimento foi usado por Popov, Penzien e 
Lu [16]. Neste tipo de tratamento ocorrem descontinuidades de in­
clinação e curvatura e , em conseqüência, aparecem momentos,fleto- 
res em regiões onde sõ existem tensões de membrana. A utilização 
de elementos curvos, eliminando descontinuidades de inclinação, 
tem sido muito difundida nos últimos anos. Este tratamento foi o 
utilizado por Brombolich e Goüld [15] ao derivar a matriz de rigi^ 
dez e o conjunto de forças nodais equivalentes de um elemento fi­
nito para casca fina de revolução através do Princípio de Energia 
P.otencial Total Estacionária. Os deslocamentos generalizados são 
aproximados por polinómios de grau variável* Os resultados são 
consideravelmente melhores comparados com aqueles obtidos, .utili 
zando-se elementos cônicos.
3No presente trabalho tem-se por objetivo o desenvolvi - 
mento de um elemento finito curvo para cascas ortotropicas de re­
volução a partir da minimização do funcional de energia potencial 
total, com o intuito de calcular deslocamentos e tensões resultan 
tes. Para tanto a formulação leva. em conta: a teoria de cascas fi­
nas, conhecida como teoria de Love [1,5]. 0 material da casca ê 
elástico e orto.tropico. Os deslocamentos são aproximados por poli_ 
nômios do 39 grau, assim como o merid,iano, A localização de um 
ponto sobre a casca ê realizada por um sistema de coordenadas ci­
líndricas. Os carregamentos podem ser quaisquer devendo sua dis­
tribuição ao longo da coordenada circunferencial ser suficiente - 
mente "suave" para que a expansão em serie de Fourier possa ser 
realizada. '
No capítulo dois ê desenvolvida uma formulação analíti. 
ca para um elemento finito de casca fina de revolução, utilizando 
a hipótese de Kirchhoff-Love. A minimização do funcional da Ener­
gia Potencial Total fornece a matriz de rigidez do elemento. Com­
putações adicionais levam à matriz de tensões do elemento.
No capítulo três é apresentada uma breve descrição do 
subprograma digital CASCAM, codificado a partir da formulação ana 
lítica desenvolvida no capítulo dois.
No capítulo quatro são apresentados resultados de al­
guns problemas típicos resolvidos com o subprograma digital CAS­
CAM, comparando-se estes valores com soluções conhecidas.
42. FORMULAÇÃO ANALÍTICA DO ELEMENTO FINITO CURVO
2.1. Introdução .
Neste capítulo será desenvolvida a formulação analítica 
para um elemento finito de casca, fina.de revolução, a partir da 
teoria de cascas, utilizando hipóteses básicas discriminadas no 
item 2.3.. Considerando estas hipóteses, expandir-se-ão os deslo­
camentos e os carregamentos em serie de Fourier na direção circun 
ferencial e obter-se-ão relações deformações-deslocamentos e ten­
sões resultantes-deformações.
Utilizando uma formulação variacional do problema, se­
rá minimizado o funcional de energia potencial total do elemento 
finito curvo, sendo obtidas as matrizes de rigidez e de tensões 
do elemento. ■ \
2.2. Geometria
Neste trabalho será usado um elemento finito que apre­
senta o raio e sua derivada contínuos ao longo do elemento (Figu­
ra 2.1.). Este elemento foi escolhido devido ao fato q u e , em cas­
cas com meridiano "suave" o. uso de um conjunto de elementos tron- 
co-cônicos introduz descontinuidades nas tensões resultantes na 
borda de união dos elementos, em razão da mudança brusca do valor 
da derivada a cada novo elemento tomado.
5Figura 2.1. - Elemento de casca
Um ponto genérico da superfície de referência da casca 
ê determinado pelas coordenadas longitudinal Ç, radial R e  cir- 
cunferencial <j>. Desse modo, o meridiano pode .ser determinado ex­
plicitando R como uma função de Ç, tomando-se para função meri­
diano a expressão:
R(£). = aQ + a-^ Ç + a 2^ 2 + C2.1.)
uma vez que esta função abrange a grande maioria de tipos de geo 
metria usados na .prática, tais como: arco de círculo, arco de 
elipse, etc...
Os valores das constantes aQ , a ^ , a 2 e a^ para os ca-
6sos geral e particulares podem ser encontrados no Apêndice Al.
Na Figura 2.1 estão representados três deslocamentos: 
u (deslocamento meridional), v (deslocamento circunferencial) e 
w (deslocamento normal). 0 quarto deslocamento a ser utilizado 
serã a rotação meridional 9, dada-pela relação geométrica
. ■ u - 2 - )
onde ê o raio. de curvatura do meridiano e A ê o coeficiente da 
primeira forma fundamental, definido no Apêndice A . 2.
2.3. Hipóteses Basicas
Neste trabalho serã usada uma teoria linear de . cascas, 
elásticas, normalmente conhecida como . teòria ."de -Lové,
baseada nas seguintes hipóteses: '
a) Casca fina
bj Pequenos deslocamentos e rotações
c) A..tensão normal cr â superfície de referência é
Ù * •
desprezada, o que equivale ã condição de tensões 
planas'. ■ *
d) As normais ã superfície de referência antes da de­
formação, permanecem normais à superfície de r-efe-
. rência deformada, não sofrendo variação de compri-
i
\ mento, o que equivale ã condição de deformações pia
■ n (Hipótese de Kir- nas ,  ou s e j a ,  e z = irÇz 0.  chh^ f £ . Love)
A inconsistência entre o estado plano de tensões e o 
estado plano de deformações é eliminada considerando-se as defor
rv
7mações médias da superfície de referência [Referencia l ] . Deste 
modo, os deslocamentos de um ponto genérico da casca serão toma­
dos como função linear do deslocamento do ponto correspondente 
da superfície de referência. ■
2.4. Funções Deslocamento
A.fim de eiiminar a influência da variável $ no desen - 
volvimento do problema, os deslocamentos u(Ç,<jO, v(Ç,<|>) é w(Ç,(j)) 
são expandidos em série de Fourier-como segue:
00
u(ç,<j)) = S um<ç) cosmcf) ( 2 . 3 . a . )
m=o •
. 0 0  • . • 
v(Ç,<j>) = E vm (Ç) sen m  ^  (2.3.b.)
: m=o \
00
w U , f ) . =  £ W m (ç) cos m <j> (2 .3.c.)
m=o
onde m é o número do harmônico e um (£) , vm (£) e w m (Ç) os coefi - 
cientes de Fourier, que são aproximados pelos seguintes polinó­
mios do 39 grau, na variável Ç:
m , M  _ m m ~ 2 m^.3 /  ^  ^ \
u . U )  = a 5.+ a6£ + agÇ + a 1QÇ (2.4.a.J
v (Ç) = a 7 + agÇ + + a 1 2 í (2.4.b.)
m,-,^ m" . m r , m r2 m r3 ^w (Ç) = + (2.4.c.)
8sendo os coeficientes a™ coordenadas generalizadas, denotados 
nesta ordem para enfatizar a importância da componente de deslo­
camento w e por necessidade de se obter . (2 .9,b.) inversivel.
Usando a equação (2.2.) , pode-se mostrar que a rotação 
meridional 0 (Ç ,-<j0 tambem pode ser expandida na seguinte serie 
de Fourier:
0 (Ç ,<)>) = E 0 m (.Ç) cos m cj> 
m=o
(2.5.a .)
onde
0m (Ç)
m
a-
m
a.
Rf
3 a
m m
af
R í
2 a
m m
a.
R£
m
c 2 + Ü O  
Rr
(2.5.b.)
obtida substituindo-se as relações (2.4.) na expressão (2.2.).
-Os vetores deslocamento da origem (u , v , w , 0 ) e 
do termino (u+ ,"v+ , w + , 9+) do elemento podem ser agrupados- em um 
único vetor deslocamento {X}v da seguinte forma:
{X> =
u
V 
w
e"
H
U
■i
V
H
w
eH
(2 .6 .)
9Considerando as equações (2.3.) e (2.5.a), este vetor 
pode ser escrito em termos do vetor deslocamento correspondente 
ao harmônico m, da seguinte forma:
■{ X } = [ Q ] { Xm’ } (2.7.)
onde Q é a matriz diagonal
Q = dia (cõsmtj), senmcj), cos m <j), cos m <j>, 
cos m <j>, s e n m f ,  cos m <j>, cosmt}>)
(2 .7.a.)
m
e { X"1 } =
m
u
m
v
wm
0m
m
u
vm
m
w
G
m
( 2 . 7 . b . )
0 vetor {Xm } pode -ser dado em termos das coordenadas generaliza
das ou1, para cada harmônico, pela seguinte expressão:
{ Xm } = [ B ] { am }m ( 2 . 8 . )
onde os elementos da matriz [B] são função dos coeficientes do 
polinómio definidor do meridiano e do comprimento axial do ele­
mento.
10
A matriz [b ] , para cada harmônico, podõ ser particiona 
da do modo que segue:
[ B ] =
m m ‘
= B Ba b
(2 .9.a.)
onde
' m ’ m r
B e B,a b
são matrizes obtidas avaliando-se o vetor
deslocamento, para o harmônico em questão, nas bordas do elemen­
to, utilizando as expressões (2.4.) e (2.5.b.). Assim procedendo 
obtêm-se:
m
B
0 0 0 0 1 0 ‘ 0 0
0 0 0 0 • 0 0 1 . 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 i / à -l 0 0 0 0 • 0
0 0 0 o .. 1 L 0 0
0 0 0 0 0 0 1 L
1 L L 2 L 3 0 o' 0 0
0 1 2 L 3 L 2 1' L 0 0
X2 * 2 . X2 X4 x 4
( 2 . 9 .6 . )
11
m
B
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 •o
L 2 L 3 0 0
0 0 L 2 L
0 0 0 0
L 2 L3 0 0
À 4 x 4
( 2 .9 . c . )
sendo que
íX '= V 1 + a .(2 .9.d.)
]/ 1 + (a, + 2a«L + 2, 2 (2.9.e.)
X3 ,
(V^  1 + a? )3
2a.
(2 .9.f.)
X4 -
(]/ 1 ♦ (aj + 2a2L + 3a3L2)2 ) 
2a.2 + óa^L
( 2 . 9 . g . )
0 vetor coordenadas generalizadas {am } ê particionado ade
quádamente a [B] em {a } e {a, }, isto é:
12
, m, . 
a
a
a
a
a
m
1
m
2
m
3
m
4
m
a,
m
a 6
ra
a.
m
a.
(2.9.h.)
j - {ab } -
a
a
m
9
m
10
m
a ll
a
m
12
(2.9.i.)
Para facilitar desenvolvimentos futuros, relativos â 
matriz de rigidez do elemento, a relação (2 .8) ê modificada da 
seguinte maneira: \ .
explicita-se {a®} da relação
fx” }
r * • m *m . m
B : B
d.
a ; b m
•
. a b
(2 .1 0 .)
e obtém-se o vetor
r m-,-la } = 
a
r ~ 11m
{Xm } -
m m ‘
B B ■ B
a a b
r m-, 
b
( 2. 11. )
o qual compondo-se adequadamente com resulta na seguinte
expressão para o vetor coordenadas generalizadas:
13
|am ) -
-1
- Jll
r OL s. ra . ' =
m
OL,
 ^ b
Bm
©
Bm
m
B,
rm
(2.12.)
m
OL.
Define-se entao a matriz M :
[m ] = ■
-1 m -l
B 1 B B"
a 1 a b
0 ! r4 '
(2.13.a.)
ou, em termos dos parâmetros definidos pelas equações { 2 .9.e.) 
a (2 .9.h .), a matriz [m] pode ser escrita como:
14
tÒ
o-J™S—í-
O O O  o ►JI
o  o  o
o  o I . o  o
o
(NJ
I
O  O  I o
o
I
o  o
a>
.1__
CSJ 
<< t I
o  o  o
to |CNJ N  toK-l I I —1 O  o  o  ° 1
o
(NI CNJr< .
I
(NI
1 <D
C-J
r
r - l  0 - 1
o  o  o
I I to o  O  O  O
O  i*-l
7 H  J
tH K ) rH - 3 rH
o r<1 r< cs
K ) r<
1
csj
-4 •
1-0 rH
II
I— I
s-
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2.5. Relações Deformações - Deslocamentos
No Apêndice A * 3. são desenvolvidas as relações defor­
mações - deslocamentos, em coordenadas cilíndricas, para a super 
fície de referência de cascas de revolução, considerando a hipó­
tese de Kirchhoff-Love. Estas equações são:
-o = —  u ' + —  w 
A Rç
.(2.14.a.)
e° = -  v* + ■ —  u + —  w 
^ R AR R({)
( 2 .14 . b . )
(2.14.c.)
(2.14.d.)
(2.14.e.)
- =-_ JL + 2R1 w . 
^  AR . a r 2
(2.14.f .)
onde ( ) = e ( )• =
3<|>
Estas equações; podem ser expressas em termos do vetor
coordenadas generalizadas {am } das funções representativas dos
\
deslocamentos do e-êsimo elemento, para o m-êsimo harmônico, pe­
la seguinte relação matricial:
' m' m ( m
ee
— w e U )
h
(2.15.a.)
16
onde :
m m I
-o
m
• m
£<à<i>
m
cO
m
m
m
a
(2 .1S.b.)
m ï
a
1
a
a
a
a
a
m
2
m
3 
m
4 
m
5 
m
6 
m
a
m
a 8
m
9 
m
10 
m 
11 
m
a
a
a
a
( 2 .15 . c . )
12
111
e a matriz [ W (?) I ê obtida substituindo-se os deslocamentos
1 e J
u,  v, w, dados pelas equações (2 .4.) , e suas derivadas, nas ex­
pressões (2.14.), conforme indicado no Apêndice A . 4.. Assim pro­
cedendo obtêm-se:.
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2.6. Relações Tensões Resultantes - Deformações
As relações deformações - tensões para um material 
elástico linear e ortotrõpico podem ser escritas na forma matri­
cial seguinte [Referência 2]:
>• \ 
e ç .
1 7 é  ■ ■ ç ■V<,5/e 4<f>
- V z5/e z ! 
1.
e *• 
%
- V?<í>/F
1/ e *
- V * / E .
z 1 
I
e V
e z - V çz/E
£ ■V<,Z/E *<f>
l y E 1 
Z 1 .
a z
■ r ---------------------- ------------
J ' 
1 
1
------------------- :----------------------
i / r  0 0
Ycf>z © 1 '11t l / n  • 0Gcí)z Tct»z1
I
111
- e ,  . %
onde se verificam as relações: ■
(2.16.a.)
E r
( 2 .16 . b . )
> Considerando as hipóteses básicas para o estado plano
de tensões e o estado plano de deformações, abordadas no item 2.3.
o = 0 ; e = Y , = y' = 0 z ’ z ’<f) z 'zÇ
(2.17.)
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E a lei de Hooke fica na forma:
r/E “v <K/ E
<!>
o
- e <}>
=
"v^ 7e ç 1/e ò
0
o . 0
1/g^
*1
a í
%
T Ç<f>
*
(2.18.)
A mesma equaçao, colocando tensões em função de defor­
mações , fica:
O
€.4»
£<P <K
Y
0
E ({, 0
0 0 '
E ç d -
>
r
£ <i>
Y Ç (j,
.
(2.19.)
A hipótese da manutenção da normal-apõs a deformação 
leva a uma distribuição linear de deformações ao longo da espes­
sura da casca [Referência l ] . Logo, a distribuição de tensões 
também ê linear. Para se obter as forças e momentos resultantes 
por unidade de comprimento, usa-se escrevê-las em função das
tensões definidas em (2.19.). Isto ê feito integrando-se as ten­
sões ao longo da espessura, referenciadas à superfície média da 
casca, eliminando-se a variável Z.
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A obtenção das equações para tensões resultantes ê in­
dicada no Apêndice A . 5.. Logo, das equações (A.5.12.) as equa­
ções de tensões resultantes ficam:
h / 2
Nç = / a r dz ( 2 . 2 0 . a . )
"  - h / 2
h y 2
N = ■/ dz (2.20 .b.)
<j> / <j)
_hy2 . • '
h / 2
N Ç<p = I TÇ(f) dz (2 .20 . c.)
-h/2 ■
h /2
Mç = . / Oi- z dz (2 .20.d.)
_ h / 2
h /2 .
= /  %  z dz ( 2 . 2 0 .  e . )
" h / 2  •
h / 2
= I TÇ<{> 2 dz (2.20 .f.)
-h/2_
onde h ê a espessura da casca,
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A convenção de tensões e momentos resultantes positi­
vos e mostrada na Figura 2.2.:
Figura 2.2. - Tensões resultantes e momentos resultan­
tes. • •
t
\ As equações de tensões resultantes em termos das defor
mações específicas e mudanças de curvaturas são obtidas pela
substituição das relações tensões-deformações (2,19) em (2,20.). Para 
tal ê necessária uma alteração na equação (2.19.), a qual pode
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ser escrita como uma relação matricial:
{ ã  } >  [ H ] { e } ( 2 . 2 1 . )
A equação (2.2,1.) pode ser escrita na forma (2.22.) 
seguinte, usando as equações (A.3.8 .), uma vez que as tensões e 
deformações se distribuem linearmente ao longo da espessura da 
casca.
{ o } = [ H ] { eQ } + [ H ] { k } ( 2 . . 2 2 . )
onde
í ‘ o >  -
* " “
e° e K£ ■ ç
o
H V . { k } = ' J k
0
•
Yç<J>
\
Substituindo as linhás apropriadas de (2.22.) nas equa 
ções (2 .20.),'obtêm-se as tensões resultantes e momentos resul - 
tantes em termos das deformações específicas e das mudanças de 
curvatura que podem ser grupadas na seguinte equação matricial:
í  a } = [  E ]  { .e '}. (2.23.a.)
onde
onde Er, E . = mSdulos de elas
 ^ * ticidade.
v^o..v,r = coeficientes de
W  ^  Poisson.
Gr . = modulo de elas
^  ticidade trans­
versal.
h = espessura da casca.
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2.7. Matriz de Rigidez do Elemento
Em (2.6.) temos o vetor deslocamento {X} que ê compos_ 
to dos deslocamentos nos contornos do. elemento de casca. Estes 
deslocamentos são provocados por forças atuando no contorno, mos^ 
tradas na Figura 2.5,. Estas forças podem ser colocadas na forma 
de um vetor-forças de contorno {F}. Entre as forças de contorno 
e os deslocamentos nos contornos existe uma relação matricial 
dada por:
(2.-24.a.)
onde
{ F } 
e
C' ^
' N~ :
1 ■
\ u
i
S“ :
j
(2.24.b.) , . j
V
T" ; Ii‘ 1
w
J M" 
+
e ( X } =
e
1 
+
CD
N : u
„ + + ;
S : v :
+ 1 + 1
T  ; w
M + ' i  ■ 0 +
- • * ■ . ■ !
(2.24.c.)
è [Kg] ê a matriz de rigidez do elemento'a ser determinada por 
uma formulação variacional, minimizando-se o funcional da energia 
potencial total do elemento.
Figura. 2.3. - Forças de contorno do elemento
A densidade de energia de deformação de um elemento g£ 
nêrico de casca, como o indicado na Figura 2.3. e dada por:
dÜ = 1  {e}T {a} (2.25.)
dS 2
sendo que: {e} = vetor das deformações específicas em um ponto
da superfície de referência.
\ {o} = Vetor de tensões resultantes neste ponto.
Logo a energia de deformação de todo elemento de cas 
ca, como o visto na Figura 2.1.,. ê dada pela integral sobre a 
superfície:
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"o ' I t K ]  í°e 1 dS (2.26.)
m
0 vetor deformações específicas e ° vetor tensões
resultantes ía }, em termos do vetor coordenadas generalizadas 
{ág), para o m-êsimo harmônico, dados por (2.15.a.) e "(2.23.a.) 
respectivamente, quando subStituidos em (2.26.) fornecem:
ü e = i  f  [ L i a ™ /  [W^]T [ e J [ W ™ ]  } < S e n 2M > ARdÇd*
e 2 / / c e c cos m<j)
J o J o
(2.27.)
2 t . • sen m<j>
A notação < ' 7 > indica que somente- termos qua - 
cos mcf)
drados ‘de senos e cos senos ocorrem quando o m-êsimo termo da s_e
rie de Fourier ê substituido na equação (2.26.). Alguns termos
2 2 ■ 
de (2.27) sao multiplicados por sen m^ e os outros por cos m<j),
mas suas integrais são;
TT
r2ir • 2
sen m<j> , _
< 2 > ^ - cós ni<J)
< > para m^O 
ir
(2.27.a)
< ^ > para m =0 
L 2-r
-Como o vetor coordenadas generalizadas (ae l independe 
das coordenadas axial Ç e circunferencial <j>, ê explicitado da 
integral, obtendo-se
— 1 m T r m -, m h .
U e = 2 {ae } tLe ! {a'e} (2.28.)
onde :
{l/j >  TT* f  [W™]1 [E] [w™]-ARdÇ (2. 29.)
0
*  ^
onde: '"''"=7'' se m/0 e 'ir. = 2ir se m=0
m. ‘ „
O vetor ctíordenadas generalizadas {a } e dado pela.
v
equação (2 .12.). e , colocado na expressão (2.28.), faz com que a 
energia de deformação do elemento, para um harmônico m, seja:
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— m 
U e
1
2
X
a.
mr
"e_
m
[M]‘ [l£] [M]
m
(
_ e_ 
m
(2.30.)
a.
m
O trabalho realizado.pelas forças de contorno ÍFe } ,
m .
ao produzirem os deslocamentos t X g > dos contornos do. elemento, 
é dado pela integral ao longo da coordenada circunferencial <J> 
dos produtos forças de contorno X deslocamentos de contorno:
W m
2ir
{xm }
e
a l i e ui sen miji
{ F e } <  2
cos m4>
ã<t>
(2.31.)
n ÍXJ“}
0
0 t
I
I
íFe>
onde a = raio -do paralelo no início do elemento 
+ *
a = raio do paralelo no termino do elemento
A energia potencial total do elemento, para o harmôni­
co m, e dada por:
(2.32.)
Esta expressão constitui o funcional da energia poten­
cial total e, em forma expandida, ê:
m
1
2
í X,
m
:_e_
m
[M]
a .
ir
L
o
[W” l ' [E ] [W™] AR dÇ
T
[M] .
m
(
_ e _
m
a.
*  f  m i T  
( x t
a I
S . .
9  ! * +  i ,
m
ÍF > 
e (2.33.)
n
e
m
TT
1
2
•X
a .
m
‘ e _
m
[M]
T
m
[ M ]  -
a.
m
(2.34.)
{ x * >
0
n  
T a '+
0 { F m }
Para minimizar • este funcional de energia potencial 
total do elemento, diferencia-se n m em relação a r X m ~|
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e iguala-se o resùltado a zero:
« < X m ) = 0 (2. 35.a.)
ou seja:
onde
9 n m
m
(2.35.b.)
a
e
m
Então, tem-se :
9 n
m
A a
í m  
e_  
m
[M] [Gem ] [Ml
X
a
m
' e _
m
I I
-  '  I I
a I, I 1
_________i _ _
________ -
■ • !  .
r F me _
e ~
=  0 ( 2 . 3  6 . a . )
L
[Ge1".]' M We" ]T t E ] [ W em ] A R d C
o
( 2 . 3 6 . b  .  )
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resultando:
T
[> q  [ G em ]  [ m ]
X
a
m
e_
m
r -  ^ i i r __>
a I4j I
í FPm 1
T,m
Fe
1 o+. T 1
Ia 4I 
----- 4---- Sf---
--- =-1 e ] ~  e ”! Ii4 -
(2.3 7.)
onde {P™} é um vetor que leva em conta as forças de contorno e 
os raios do paralelo no contorno, ou seja, nos respectivos pon­
tos de aplicação daquelas.
Da equação (2.37.)* define-se uma matriz de rigidez [K™] ' do 
' elemento, da qual, como exemplo de aplicação da formulação aqui desenvol- 
.vida, são apresentados os termos no Apêndice A.6.;
K ]  -  [ M ]  [ G " 1 ]  [ M ] (2.38.)
A matriz [ K m ] ê uma matriz (12 x 12) que pode ser
particionada convenientemente para se eliminar { a m } da equaçao
• b
(2.37.). Logo: . .
[ C l »
r Y  m  , 1^  m
_aa_ i _ _ _ ab
K,m 1 K ™ ba bb
(2.39.)
Então podemos escrever, de (2.37.) e (2.39.):
[ K m] { x T }  + [ K Í ] { o m> l a a J e L a b J ^
T K,m 1 { X m } + [ K ™ ] {a m } = { 0  ) '' ( 2 . 40 . b .)
L b a J e L bbJ ^
Explicitando-se  ^ (2.4Q.b.) e colocando-se es^
•te valor em (2 .4.0 .a.) obtêm-se, finalmente, a matriz de rigidez 
do elemento, para o harmônico m: .
= { F*m } = [ K m ] { X m } (2.41.a.)
e e e
onde '
r K m 1 = K m - K m (K _ 1 ) K m (2.41 .b.)
e aa áb bb ba
2.8. Matriz de Tensões do Elemento •
Na Secção 2.6.,- a equação (2.23.a.) dã as tensões re­
sultantes para um elemento genérico de casca.
Na resolução de um problema qualquer de cascas, para 
calcular as tensões resultantes usa-se escrever a relação
(2.23.a.) em termos do vetor deslocamentos no contorno do elemen 
to { X V  Usando este procedimento, necessita-se de uma matriz 
de tensões do elemento. [T ], que serã obtida conforme segue.
© J
Substituindo em (2.23.a.) a expressão (2.15.a.) das de
formaçoes específicas do elemento, para o harmônico m, tem-se as
tensões resultantes {a™} em termos do vetor coordenadas genera- 
i e
(2.40.a.)
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m m mt ae )=■ [E] [We] {ae } {2.42 .)
Agora necessita-se de uma relação entre o vetor coord£
nadas generalizadas {a1^} e o vetor deslocamentos nos contornos
Da equação (2.40.b) obtem-se:
{a } =
t ' b ’* / 1  [ O  Í X e J
(2. 4 3, a)
que levada â equação (2 .11.)» resulta:
tO ' * [»li [\] [Cl COHVmbb‘ baJ (2.,43.b.)
Compondo os vetores {a*11} e {af1} no vetor coordenadas
a b
generalizadas {a® }, como indicado nas equações (2.9.h) e (2.9.i),
obtem-se a relação matricial entre esse vetor e o vetor desloca-
• m
mentos nos contornos do elemento { X  }:
{ « ; j  -  i d "  ]  < 0 (2.44.)
m„
onde a matriz [D ] ë dada por:
r  m i
[DJ =
[ B S “ ' + C O " '  [K^ ] " 1 [**]
- [K 111 i 1 [K m 1 
L bb L ba
(2.45.)
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Colocando a expressão (2,44.) em (2.42.) tem-se:
« £ > . -  [E] D Õ  [ O  <x"i ■ > - « - 3
m .
Assim, define-se a matriz de tensões do elemento [Te]
por
[<] - [E] [W™] [D»] (2.47.)
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3. SUB-PROGRAMA DIGITAL CASCAM
3.1. Introdução
Com a formulação analítica desenvolvida no Capítulo 2 
foi codificado um sub-programa digital para a determinação das 
matrizes de rigidez, de massa e de tensões para um elemento fin_i 
to curvo de casca de revolução. Estas matrizes serão utilizadas 
pelo Programa Analisador Dinâmico de Cascas (PADCAS) na resolu­
ção de problemas práticos os mais diversos.
3.2. Breve Descrição do Sub-Programa CASCAM
A estrutura do sub-programa CASCAM encontra-se sucin­
tamente esquematizada na Figura 3.1.
Os, dados utilizados neste sub-programa, fornecidos de 
acordo com a Referência [4], incluem:
a) o~tipo de geometria da casca (JG)
b) os coeficientes definidores do meridiano (AGEV) .
c) a coordenada axial de início do elemento (XGLOBL)
d) o comprimento axial do elemento (XELEMT)
e) as propriedades mecânicas da casca (PSKV)
. f) as propriedades das nervuras longitudinais (PSTV) ,
\ . 
se houverem.
g) o número de nervuras longitudinais (NST)
h) o número do harmônico (N)
Como primeiro passo, a sub-rotina CRVMER calcula as
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constantes geométricas, abaixo definidas, para a coordenada de 
início do elemento:
Z = raio do meridiano (3.1.a)
Al 1 - r  - (:í .j
A22 = 1  + Z '2 (3 .1.c)
B H  = (3. l . d )
B 2  2
/ T Ã 2 T
Z"
/ ~ Ã 2 2
( 3 . 1 . e )
6121 = ~Z~ (3.1 .f)
n i9 _“ Z Z ' . '
G 1 1 2 ----- _  (3.1.g)
A22 . 6
7 ' 7"
C 2 2 2  = . £ - £ - ■  ( 3 . 1 . h )
, A22
pnde
2
Em seqüência, a sub-rotina CMAT calcula os termos da 
matriz [M], dada pela equação (2.13.b).
A seguir, a sub-rotina INTEGR calcula a matriz [G™] 
que ê fornecida na formulação analítica' por (2.37.b). . - Este 
calculo ê realizado utilizando-se uma formula de integração de 
sete pontos pivotais [Referência 3]:
J  f ( Ç ) d £  Cf0 + •S£1 + f 2 + 6f 3 + f 4 + Sf5 + f 6 ) ( 3 . 2)
^o
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onde f. = £(£„ + i h) , i = 0,6 • .i o J ’
e h = intervalo pivotal •
A seguir, são calculadas as constantes geométricas, ãe 
finidas por (3,1.)» para a coordenada de término do elemento, 
pois necessita-se destas constantes nas etapas seguintes de
CASCAM.
-  "  r  r ó i0 calculo da matriz de rigidez do elemento LKeJ e da
matriz [D^J , de acordo com (2.41.b) e (2.45), é efetuado pela 
sub-rotina RIGIDZ.
Utilizando a matriz [D™] ê calculada a seguir a matriz 
de tensões, dó elemento [T™] , dada pela equação (2.47), . através 
da sub-rotina TENSÃO. Adicionalmente, a influência do cisalhamen 
to ê levada em conta através da sub-rotina CISALH*
Obtidas estas matrizes, elas são utilizadas pelo pro - 
grama PADCAS na resolução do problema e fornecimento dos resulta 
dos de deslocamentos e tensões resultantes.
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C R V M E r  Tj G, XGLOB L , A G E v7[
(A GEV, XELEMT, CX)
IjCRVBaia ( JG , XG , AGEV:
j STRAIN (X< , N , W )  T
%E (PSKV, PSTV,NST, HX)
{<r} = [h>§ {e}
j& !U L T ( H X , W  , P )
[hx] - - { w] , [h J(] [ w]
. L
G = L ' A y f  [w]* [hx] [w] ARd S,
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Figura 3.1. - Subprograma CAS CAM
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4.- RESULTADOS E CONCLUSÕES ■
4.1. Introdução
A formulação analítica desenvolvida no Capítulo 2 deve 
sèr testada. Como visto no Capítulo 3, o subprograma digital'
CASCAM foi .codificado a partir da mesma. Utilizando este subpro­
grama, inserido no programa geral PADCAS, .foram resolvidos al-, 
guns problemas típiços de cascas de revolução, cujas soluções 
analíticas ou numéricas são conhecidas das referências citadas 
em cada caso, visando comparar resultados e comprovar a formula­
ção utilizada.
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Dados:
\
4.2. Solução de Problemas e Comparaçao de Resultados
,4.2.1. Casca cilíndrica de espessura constante, longa,
carregada com pressão interna uniforme, momento
distribuído e força cortante distribuída no ex­
tremo .
= E = E = 2
$
c
-e
- = V  : = V = |
<k
h = 0.1 cm
r = 2 cm
P 100 kgf/cm
Q0 = 100 kgf
M o = 100 k g f .cm
Número de elementos = 60
A solução analítica deste problema esta apresentada na 
Referência [5] , sendo fornecidos o deslocamento radial w e o mo-
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mento meridional M : .
cos y x) ]
(4.1.)
-yx .
M = - ----  [ Q sen p x  + y M q (c o s y x + sen y x) J (4.2.)
^  y  0
onde x ê a coordenada de comprimento da.casca, medida a partir do 
extremo da casca, conforme indica a Figura 4.1. e
4 / 3(1 - v 27  •
■ y = /  r 2 h 2
12(1 - V 2) ■ ' ;
' ^
Para testar a va.lidade da formulação adotada, este pro­
blema foi resolvido, usando o subprograma CASCAM, considerando-se 
uma casca cilíndrica longa (comprimento maior que três vezes o 
diâmetro, pelo menos), de 15 cm de comprimento, com condição de 
contorno de engastamento (,u = v = w = © =-0) no extremo oposto 
aquele em que estão aplicados momentos e forças distribuidas. A 
casca foi tomada bastante longa .de tal forma que, a partir de uma 
certa distância do engaste, ela possa ser considerada como aquela 
da solução analítica, sendo a influência do engaste na solução nu 
mêrica bastante minimizada.
A seguir, na Tabela 4.1., são apresentados os resulta -
p 2 -yx
w = --  [ Q cos y x - y M (sen y x -
Eh 7 3 D 0 0
2y
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dos para o problema proposto usando as expressões (4.1.) e (4.2.), 
os resultados obtidos utilizando o subprograma CASCAM, como tam-
b.êm o erro da solução numérica em relação à solução analítica, em
fúnçao dó comprimento adimensionalizado —  .
L ..
Os resultados da Tabela 4.1. estão apresentados grafica
mente nas Figuras 4.2. e 4.3..
Analisando os resultados obtidos com o subprograma CAS­
CAM verifica-se que,, para o deslocamento radial, os percentuais 
de erro em relação â solução analítica são excelentes. Logicamen-
X •
te, esta comparação não ê valida nas proximidades de — - 1 .0, pois 
a solução analítica não leva em conta o engaste usado no extremo 
direito da casca cilíndrica, na solução numérica. Considerando o 
momento meridional, para os primeiros valores os resultados- são 
razoáveis. Mas,- para — - 0.2, t.em-se um erro relativo grande; no- 
te-se, no entanto, que isto ocorre quando o valor do momento mer^i 
dional vai tornando-se cada vez menor, Comparativamente aos valo­
res iniciais. Considerando que, para valores muito pequenos, a 
precisão da solução numérica computacional diminui e que, em ana­
lise de tensões, os maiores valores têm maior importância, pode- 
se considerar que a solução numérica apresenta uma boa precisão, 
Uma analise global dos erros relativos para os resulta­
dos obtidos mostra que os valores de deslocamento radial apresen­
tam precisão maior comparados aos valores de momento meridional. 
Isto era perfeitamente previsível uma vez que, para a obtenção da 
matriz de rigidez do elemento, foi utilizado o Principio da Enei 
\ ' • ' 
gia Potencial Total Mínima, que produz excelentes resultados para 
o campo de deslocamentos e resultados razoáveis para o campo de. 
tensões.
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4.2.2, - Casca cilíndrica de espessura constante, cur - 
ta, carregada com pressão interna uniforme.
Figura 4.4.
Dados: E r = E. = E ' •= 2.1xlQ6 kgf/cm2 
í <P
v r , = v , r = v = 0.3 ,
<K \
h = 0.1 cm .
. r = - 2 cm
p = 100 kg.f/cm2 
L = 15 cm
N 9 de Elementos = 60
A solução analítica deste problema encontra-se na Refe­
rência [ll], dada na forma do deslocamento radial w e do momento 
meridional M r :
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w = { 1 - — - ---—--- — [cosh 'y L (sen y x .
Eh cosh y L + cos2 y L
. senh y(L-x) + c o s y x  coshy(L-x)) - cos y L ( s e n h y x  .
. sen y(L-x) - cosh y x  cos y (L-x))] } (4.3.)
Mj = - --- —  -— — — --------- -------- -— - { cosh y L
2 /3(i-v^)’ C0S^ ^ ^ ^  + C0S^ ^ ^
, [ sen yx senh y(L-x) - cos yx cosh y (L-x)] + cos yl. ,
, [senh yx sen y (L-x) + cosh yx c o s -y (L-x) J } (4.4.)
• ' i  ~ 
onde x ê a coordenada de comprimento da casca, medida a partir do
engaste, conforme indica a Figura 4.4. e y ê o mesmo definido no
item 4.2.1.,.
Resolvendo este problema numericamente, utilizando o 
subprograma CASCAM, obtêm-se resultados dados pela Tabela 4.2., 
onde estes tàmbem são comparados com os valores obtidos usando as 
expressões analíticas (4.3.) e (4.4 .) .
Os resultados da Tabela 4.2. são apresentados grafica - 
mente nas Figuras 4.'5 e 4.6.
A anãlise dos resultados obtidos com o subprograma CAS­
CAM leva â ,constatação que os valores para o deslocamento radial
são muito bons. Note-se, no entanto, que os deslocamentos radiais
•i
próximos do extremo livre da casca não têm a precisão dos ante­
riores. Jã os resultados para momento meridional não apresentam a 
mesma performance; novamente deve-se notar que os valores de mo - 
mento meridional perdem em precisão a medida que vão tornando-se
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cada vez menores, o que e esperado uma vez que a precisão da solu 
ção computacional cai para valores muito pequenos.
Outra vez pode-se notar que os valores para deslocamen­
tos apresentam precisão maior que os valores para tensões resul - 
tantes o que ocorre devido à utilização do Princípio da Energia 
Potencial Total Mínima.
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4.2.2. Casca cilíndrica de espessura constante, curta, 
bi-engastada, carregada com pressão interna uni­
forme .
/
/I
1 I 1 . 1  t 1 1 t  I I I
1 1 1 1 1 1  I 1
1/
/
Figura 4.7
Dados: E^ = ^  = E = 2.1xl06 kgf/cm2
v r . = v F = v = 0.3
• • , Ç<f> <K
h = 0.1 cm 
r = 2  cm
p = 1 0 0  kg£/cm2 ' '
A solução analítica deste problema esta apresentada na 
Referência [5], sendo.fornecidos o deslocamento radial w e ó mo­
mento meridional :
w .= Pr
Eh
1 - (Seni cosha +■ cosS senh<5) cosh yx cos yx 
(senhô coshô + senô cosô)
( s e n i  c o s h ;  -  c p s f i_ s g Sh &  s e n l l  yic s e n  px
(senhô coshô + senô cosô)
(4.5.)
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. 2 ^  Pr2 (senô coshô + cosô senhô) 
m = ~ i p d ----- —— — -------- ---- ------- bfcín
£ th- L" (senhô coshô + senô cos6)
, ■ . fcosô senhô - senô coshô) „„„i, ,.v „rtc. ,.v . senh yx + ----— - --------- ----^ ----- - cosn px cos yx
(senhô coshô + senô. cos6) •
(4.6.)
onde x ê a coordenada de comprimento da casca, medida a partir do 
centro da casca, conforme indica a Figura 4.7., y e D são os mes­
mos do problema 4.2.1.
x _ U Le ô = —— - . . .
2
Para testar a validade da formulação adotada, este pro­
blema foi resolvido usando o subprograma CASCAM, considerando co­
mo condições de contorno u = v = w = 9 - 0 ,  nos engastes. Para 
uma melhor avaliação do desempenho do subprograma CASCAM foi'obti 
da a solução para dois casos:
- casca cilíndrica com comprimento L = 8 cm, com 32 ele 
, mentos.
- casca cilíndrica com comprimento L = 2 cm, com 40 ele 
mentos.
Na Tabela 4.3. estão apresentados os resultados, para
uma casca cilíndrica de comprimento 8 cm, usando as expressões
analíticas (4*. 5.) e (4.6.), os resultados obtidos usando o sub-
pirograma CASCAM, assim como o erro da solução numérica em relação
à solução analítica, em função do comprimento a dimensional izado— :--- ,
• ( L / 2 )
sendo x medido a partir do centro da casca, conforme a Figura 4.7.
Na Tabela 4.4. estão apresentados os mesmos resultados,
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para uma casca cilíndrica de comprimento 2 cm.
Os resultados das Tabelas 4.3. e 4.4. são apresentados 
graficamente nas Figuras 4.8. e 4.9..
A ocorrência de- erros um pouco elevados, comparativa - 
mente ao exemplo '4.2.1., é devida ao fato. de que a solução analítica 
considerada não utiliza, como condições de contorno, engastes
reais e sim, uma condição de contorno que permite o movimento na 
direção axial . Esta condição de contorno irreal produz um razoa 
vêl acréscimo nos valores dos erros quando comparadas as soluções nu 
mérica e analítica. Este aspecto jã foi discutido anteriormente 
nas Referências [10, 12] . Em [10] uma determinada formulação é 
proposta para a solução de problemas de cascas de revolução e, 
baseado nela, foi codificado, o programa CORTER. Resolvendors.e o 
problema proposto com condições de contorno reais (casca cilindrai 
ca bi-engastada) , utilizando o programa CORTER e o subpirográma 
CASCAM, obtém-se resultados que são comparados, para os dois ca­
sos (casca com comprimento L = 8 cm e casca com comprimento L =
2 cm), nas Tabelas 4.5. e 4.6., respectivamente.
Os resultados das Tabelas 4.5. e 4.6. são apresentados
graficamente nas Figuras 4.10. e 4.11..
Deve-se aqui ressaltar que foi' escolhida a comparação
com o programa CORTER para a condição de bi-engastamento ao invés 
da resolução do problema com a condição de .contorno permitindo mo 
vimento axial utilizando o subprograma CASCAM, uma vez que o pro­
grama PADCAS apresentava alguns problemas no trabalho Com condi- 
çoes de contorno mistas.
A analise dos resultados obtidos com o subprograma CAS­
CAM,, usando as condições de contorno de engastamento real, mostra 
que os valores de deslocamento radial para ambos os casos
(L = 2 cm e L = 8 cm) são excelentes, comparados com os forneci­
dos pelo programa CORTER. Jã os valores de momento meridional são 
muito bons para o caso em que L = 2 cm e razoáveis no cáso em que 
L. = 8 cm. Novamente podemos constatar uma melhor performance do 
subprograma CASCAM no fornecimento de resultados relativos ao cara 
po de deslocamentos comparativamente aos do campo de tensões, de­
vido ao uso do Princípio da Energia Potencial Total Mínima na ob­
tenção da matriz de rigidez do elemento finito.
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Figura 4.10. - Deslocamento radial w
Figura 4.11. - Momento meridional M^
/(L/S)
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4.2.3. Casca cilíndrica de espessura constante, longa, 
com carga uniformemente distribuída ao longo de 
uma secção circular.
0.5 L
Figura 4.12. 
Dados: E = E., = E = 2.1xl06 kgf/cm'
K $
v c . = v,r = v = 0.3 -
Z4> <K .
h = 0.-1 cm •
r = 2 cm
P = 100 kgf
N 9 de elementos = 6 0
A solução analítica deste problema esta apresentada na 
Referência [6], na forma do deslocamento radial w e do momento m£
w = - P e
-yx
8y3D
(sen yx + cos yx ) (4.7.)
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- y X
M = ---  (sen yx - cos yx ) (4.8.)
^ 4y
onde y e D são os mesmos do problema 4.2.1..
Na resolução deste problema usando o subprograma CASCAM, 
considerou-se como condição de contorno um engaste, à direita do 
carregamento, sendo que a casca foi feita bastante longa (L = 15cm) 
para minimizar a influência deste engaste na ãrea de aplicação da 
carga.
Na Tabela 4.7. estão apresentados os resultados- usando
as expressões analíticas (4.7.) e (4.8.), os resultados obtidos
com o subprograma CASCAM, b e m c o m o  o erro da solução numérica em
relação ã solução analítica, em função do comprimento adimensiona
lizado — -— , medido conforme a Figura 4.12..
(L/2)
■ Os resultados da Tabela 4.7. estão apresentados na for­
ma de gráficos nas Figuras 4.13. e 4.14 . ..
A análise dos resultados mostra que o subprograma CAS­
CAM obtêm uma solução numérica muito boa para deslocamentos e boa
para tensões resultantes. A partir de ----- - = 0.5 a comparaçao
' ' (L/2)
. perde sua razão de ser pois começa a aparecer a influencia do en­
gaste, usado ã direita do carregamento, nos valores de deslocamen 
tos e tensões resultantes , além dos valores atingirem a ordem de 
grandeza do erro u‘sado na .solução numérica.
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Figura 4.13. - Deslocamento radial w
Figura 4.14. - Momento, meridional
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4 •3 • CONCLUSÕES
Uma análise global dos resultados obtidos com o subpro- 
gramá CASCAM leva à conclusão que a formulação analítica desenvoJL 
vida no Capítulo 2 fornece boas soluções para problemas típicos 
de cascas de revolução. Deve-se notar que os resultados obtidos 
pára o campo de deslocamentos, de um modo geral, são muito bons 
ao passo que os resultados obtidos para o campo das tensões resuJL 
tantes não têm a precisão dos anteriores. Isto era esperado pois, 
via de regra, a formulação de um elemento finito utilizando a mi- 
nimização do funcional da Energia Potencial Total leva a resulta­
dos muito bons. de deslocamentos e não tão precisos para tensões.
Com relação a precisão menor dos resultados para as
tensões, cabe salientar que os maiores valores de erro relativo 
ocorrem para os casos em que os valores de momento meridional são 
muito pequenos, Como, em análise de tensões, o maior interesse es 
tá voltado para os maiores valores de tensões, e para estes os er 
ros relativos são bastante razoáveis, este aspecto adicional mo s ­
tra que a formulação analítica, apresentada no Capítulo 2 e utili 
zada na forma do subprograma CASCAM, pode ser usada de modo bas - 
tante satisfatório na resolução de problemas de cascas de revolu­
ção carregadas arbitrariamente.
Deve-se aqui lembrar as várias-dificuldades encontradas 
na verificação da validade da formulação proposta, utilizando o 
programa PADCAS, Este programa apresentava problemas na utiliza­
ção de condições de contorno mistas, na resolução de problemas 
com descontinuidades geométricas e com singularidades (problema 
do polo). Estes três tópicos exigem um estudo mais acurado de mo­
do a tornar o sistema o mais operacional possível.
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Como continuações possíveis deste trabalho pode-se ci­
tar:
- a utilização da estrutura do programa PADCAS para tejs , 
tar outras formulações para cascas finas de revolução, podendo 
inclusive ser aproveitada a estrutura do subprograma CASCAM, se 
estas formulações não forem fundamentalmente. diversas da desenvol_ 
vida neste trabalho. Nestas possíveis continuações sugere-se como 
alternativas expressar os deslocamentos através de polinómios de 
Legendre e calcular os termos da matriz [G™] através da formula 
da quadratura de Gauss,
- a utilização da mesma teoria de cascas finas, mas ao 
inves do funcional da energia potencial totál usar um funcional 
misto, de modo a melhorar os resultados para as tensões, sem um 
grande prejuízo para os valores de deslocamentos,
- a extensão da formulação para uma anãlisê de . cascas
z z —
semi-espessas, não desprezando os termos ■ e — - nas relações de
formações-deslocamentos e tensões resultantes-deformações, Alem 
disso, deveria ser introduzida mais uma componente de deslocamen­
to: a rotaçãò circunferencial,
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A.l. - COEFICIENTES DA FUNÇÃO MERIDIANO R(g)
Considerando a Figura 2.1., pode-se escrever as seguin 
tes condições de contorno geométricas para um elemento de casca 
de- revolução:
p / .ç = 0 , R = a”
(A.1.1.)
p / .Ç = L R = a+
onde a” e a+ são os raios do paralelo no iníció e término do
elemento, respectivamente. •
Então, a função meridiano, dada pela equação - (2.1.), 
tem para seus coeficientes:
âQ — sl (A .1 .2 .a.)
a^ = tan y • (A.1 .2 .b .)
à 9.' =■ - —  (tan y+ + 2 tan y ) - ~^r(a - a ) (A.l. 2. c.)
• L , L z
a, - —  (tan y+ + tan Y ) + ~ \ ( a~ ~ â+) (A.l. 2.d.)
. ò L 2 L ò
onde tan y~ e tan y+ são as tangentes ao meridiano no início e 
término do elemento, respectivamente.
Estes coeficientes, para os casos particulares, assumem 
a'seguinte forma:
a) Para casca cilíndrica
As condições de contorno são':
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onde a
\
p/ ç = 0 e Ç = L , R = a (A.1.3.a.)
ë o raio do cilindro 
Então:
a0 = a
al a 2 a 3 0
b) Para casca conica
a0 = a
a 2 a3 0
c) Para casca elíptica
a0 = a
— +
tan y ..a - a a = - -----!—  + ---^---
2 L  t .2
a3 0
(A. 1 . 3 .b . )
a^ - tan y (A.1.4.)
a-^  = tan y (A. 1.5.)
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A . 2. - SISTEMA DE COORDENADAS
Neste apêndice serão apresentados o sistema de coordena 
das usado no presente trabalho e as propriedades geométricas das
cascas a ele referenciadas.
Considerando a Figura A . 2.1., um ponto genérico P da 
casca ê localizado por um vetor posição R. A normal â superfície 
de referência que passa pelo ponto P determina na superfície um ponto 
que ê localizado pelo vetor posição r. Então, pode-se escrever:
. R ( x 1 , x 2 , z) = rCx-p x 2) + z n ( x 1 , x 2) (A.2.I.);
onde n ê o vetor.-unitário, normal ã superfície de referência, z ê a distân­
cia da superfície de referência ao ponto considerado e, x-^  e x 2 
são as linhas de coordenadas ortogonais de superfície da superfí­
cie de referência [Referência l ] ,
Figura A . 2.1
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0 diferencial do vetor posição R ê dado por:
dR - £  + + I! dz ' : (A.2.2,a.)
onde
3R _ 3r an- ' ■ f .
+ — -  z . ( A .  2. Z.b .).3X2
3R _ 3r + z  ^ . (A.2.2.C.)
3X2 3*2 3x 2
f f ’ =.  n .  ( A . 2 . 2 . d . )
A distância entre dois pontos infinitamente proximos 
localizados pór R e R + dR ê dàda por:
ds2 = dR . dR = -2JL. . -M.- dxj +
3X-. 3x-i 1
Considerando que as linhas de coordenadas (x-^  , *2 5 
são linhas de curvatura principais, no caso, ortogonais e como:
3 R 3R 2 ' r » o /i '- a (A. 2 . 4 . a . )
3xj_ 3x^
- i t - j r r * 2 (A.2.4.b.)
pode-se escrever a equação (A.2.3,.) da.seguinte forma:
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ds2 = a 2 dx^ + 32 dxíj + Y2dz2 (A.2.5.)
onde a, 3 e y são os coeficientes de Lamê [Referência 2j dados 
po r : •
ot = A (1 + ~zr~) (A. 2 . 6 . a .)
1
3 = B (1 +- ' (A . 2 . 6 . b .)
r 2.
y  =  1  (A .  2  .  6  .  c . )
sendo R1 e R 2 os raios de curvâtura nas direções x^ e x 2 , res­
pectivamente; e 
A 2 e B 2 os coeficientes da primeira forma •' fundamental 
, , das superfícies.
A distância entre dois pontos infinitamente 
sobre a superfície de referência, ê dada por:
ds2 = dr . dr 
ou melhor [Referência 1,]-'
ds 2 = A 2 dx^ + B dx2 (A *2.7 . b . )
\ ■ __ .
Para particularizar as equações acima para cascas de
revolução, considera-se a Figura A . 2.2., onde sé tem uma secção.
perpendicular ao eixo de revolução, na forma de um círculo de
raio R, denominado paralelo. A coordenada x^ é a coordenada ao
próximos,
(A. 2 . 7 . a .)
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longo do comprimento do meridiano e a coordenada ao longo do 
ângulo circunferencial.
Figura A . 2.2.
Então, as equações do meridiano serão:
r = r(x^) e Z = Z(x^) (A.2.8.)
As coordenadas.retangulares do vetor posição r(X, Y, Z) 
da superfície de referência da casca são:
X = r cós *2 ' (A.2.9.a.)
\ Y = r sen X 2 (A-2.9.b.)
Z = Z (x1) (A.2.9.c.)
Então, os parâmetros da.primeira forma fundamental para
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;uperfícies são [Referência 1]:
A +■ c— j
3 Z
3x 3x^
(A.2.10.a.)
B = r (A.2.10.b.)
e as curvaturas principais, dadas pela Referência [l] , são:
3r 3 Z 3 Z
3x
K, =
1 3xí 3.x2 3x^
3Z 2.
í‘3x1')
(A.2.11.a.)
K2 =
31
3Xi
3r 3Z
( - - )  + c^r-)3xi ox-i
(A.2.11.b.)
Considerando o sistema de coordenadas cilíndricas usado 
neste trabalho, conforme pode ser visto na Figura 2.1., a coorde­
nada x^ serã o comprimento E, ao longo do eixo de revolução e a 
coordenada x 2 serã o ângulo circunferencial 
Então, as equações (A..2.9.) ficam:
X = r cos <j> (A.2.12.a . )
Y = r sen (J) (A.2.12.b.)
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Z = Ç (A.2.12
Os coeficientes da primeira forma fundamental para 
perfícies. de cascas de revolução serão:
A = (A.2.13
B = r (A.2.13
Os coeficientes de Lamê serão:
a = A (1 +
R Ç
(A.2.14
B (1 + ~ ) (A.2.14.
Y =  1 (A.2.14.
E as curvaturas principais serão:
K
32r 
• 3Ç2
air
9Ç2
(A.2.15
K . = —
$ R. r A
(A.2.15
. c.) 
su-
a.)
b.)
a O
b..).
c.)
a.)
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No capítulo dois ê desenvolvida uma formulação analíti. 
ca para um elemento finito de casca de revolução, sendo necessários quatro 
deslocamentos: o deslocamento meridional u, o deslocamento circunferen 
cia.l v, o deslocamento normal w e a rotação meridional 0. Esta 
rotação e obtida a partir da Figura A . 2.3.
Figura A . 2.3. - Rotação do meridiano
Da equação (A.2.7.b.) pode-se escrever:
dx = A dÇ
E a rotação do meridiano ê expressa por:
(A.2.16.)
Q Í Í A )  = j  ff - “  u 
A R^
(A.2.17.)
7 7
A '3 " RELAÇÕES DEFORMAÇÕES-DESLOCAMENTOS
As relações deformações-deslocamentos usadas neste tra 
balho são obtidas da teoria de elasticidade, considerando-se as 
hipóteses bãsicas, discriminadas èm 2.3., e as propriedades'geo­
métricas para o caso de.cascas finas.
Considerando um sistema de coordenadas curvilíneo orto 
gonal (Ç,<f), z) , na teoria de elasticidade foram desenvolvidas as 
equações deformações-deslocamentos concernentes [Referências!. 1 e 
2]. Como estão sendo consideradas pequenas deformações, pode-se 
desprezar os termos quadráticos das. relaçõçs acima mencionadas 
e tem-se as seguintes equações deformações-deslocamentos:
a
3 u  +  V  3 a  + w  9 a  
3 Ç:  3  3 4> Y  .3 z
(A.3.1.a)
<í> $
3v + w _3j3 + u 3_3 
3tj) Y 3z « 3Ç
(A. 3 .1. b )
1
-Y
3w u.3Y t v 3 Y
3 z a 3£ g -3<f>
CA. 3.1. c>
Y
=  L  JZ + .I JJY _ _y_ 3_g
<Í)Z y 9z B 3<j> ■ 3 y 3<f> 3 y 3z
(A. 3.1. d)
YzÇ
i  iÜÍ 
a  3Ç
u  3 a  
a Y  3 z
jv_ 3J
ay 3£
(A.3.1.e)
Y = 1  1 H  +  i  Ï1 J L Ü â  u  3 a  
£4» 3 d<p a 3Ç ae 3Ç a3 34»
(A. 3 .1. f )
onde
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e , e , £ são deformações específicas normais 
ï <f> z
y , y , y são deformações específicas cisalhantes
Y(j) Z ’ 'ZÇ ’ (f) *  x
ü, v, w são os deslocamentos meridional, circunferencial
e normal, respectivamente, de um ponto genérico 
da casca
a, B, y são os coeficientes de Lamé (Ver Apêndice A . 2.)
Quando o sistema de coordenadas é ortogonal pode-se es_ 
crever [Referência 1]: .
a 33 _ 3B A — -• a — r 
3Ç aç
B 12. = g M  
9<{> 3<j> •
(A. 3 .2)
'..sendo que A e B são os coeficientes da primeira forma fundamen­
tal para cascas [Referência l ] , dados pelo Apêndice A . 2.
Substituindo (A.3.2) em (A.3.1) e levando em considera 
ção os coeficientes de Lamé dados no Apêndice A . 2., tem-se:
A(1 + -f),
3u + v _3A + A -
3Ç B 3<|> Rç
(A. 3 . 3 . a)
H
B(1 * & 3v + _B_^  ^  + u 3j3 3<j) R(f, W A 3Ç (A. 3 . 3 . b )
3w
3Z
(A.3.3.c)
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Y,4) z
Y
Y
B (1 + f') 
Ktj)
A(1
z
(A.3.3.d)
ÍH + A(1 + JL) 9u 
3Ç Rç 3Z R c
u (A. 3.3.e)
Rp
8 v u m " X- 3u V 3 B "
)
3Ç B 3<J>
' B (1 + —
%
3<J) A 3Ç
(A.3.3.f)
Considerando • as hipóteses bãsicas, discriminadas na secção 2,3.,- 
sabe-se que as normais ã-superfície de referência permanecem normais-â super­
fície -de referênciaídeformada, ou seja, tem-se a-condição de deformações 
planas (ez=Y<j>z=YZ£=:' • Por outro lado, , esta hipótese ê equivalen­
te a dizer que os deslocamentos se distribuem linearmente ao lon 
go da espessura da casca. Utilizando o recurso de separação de 
variáveis, escrevemos os deslocamentos de um ponto genérico da 
casca (ü, v, w) em termos dos deslocamentos da superfície de re­
ferência (u, v, w) [Referência l ] :
ü  z) = u (Ç,<f>) + f (Ç,<J>) z
v (ç , 4», _ z) . = v (ç,(j>) + g (Ç , 4>) z 
W (Ç,<J), z) = w (Ç,<f>) + h (Ç»4>) z
(A.3. 4 .a) 
(A.3.4 .b) 
(A.3.4.C)
Como e z = 0, levando em consideraçao (A.3.3.c), con­
clui-se que h (Ç,<{>) = 0 . e que:
w (ç,-<j>, z) = w (£,40
Substituindo (A.3.4.a) em (A.3.3.e) e considerando que
Y = 0 tem-se: •
rzÇ
£ r£ ^  = u fefl) - I l í .  (A. 3..5. a.)
Rç A 3Ç .
Substituindo (A.3.4.b) em (A.3.3.d) e considerando que 
= 0 tem-se: .
<t>z
g rp = y.JjLdtl - I  . . (A. 3 . 5 .b)
g U,<Í,J . R^ B 30 . . .
As equações (A.3.5.a) e (A.3.5.b) representam as rota­
ções das tangentes as linhas ‘de coordenadas £ e <f>.
Então, as equações (A.3.4.) ficam:
H  = u + C— ' - —  — ) z (A. 3. 6 . a)u I
3w-
R ç “ A 3Ç-
V 1 3w
B 3 tf)
■ v = v + (—  - -  — ) z (A. 3. 6 .b)
R(J)  4) ■
w = w ' (A.3.6 .c)
Lembrando de outra hipótese bãsica, ou seja, de que a
z
casca ê considerada fina, pode-se dizer que os quocientes ——  e 
são pequenos comparados com a unidade e podem ser desprezados. 
Então, nas equações (A.3.3.),estes termos são abandonados.
Substituindo as equações (A.3.6 .) nas equações (A.3.3.a),
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i  ^ ) . z  
B 3<J>
+ —  w (A. 3
1
B
JL'
3<j>
v + ( J L - I M )  z
RA B 3(J)
B 1 3Bw +
R, A 3Ç
u
c
u 1 3w 
Rç ~ A 3Ç
) z (A. 2
Y
B _3_
A 3£
v + - ( J L . I M )  z
: R<J) B 3<J)
B
B 3<|,
' r u 1 3w. „
u + Cr-- 7 — J zRç A 3<j)
(A.:
Pode-se separar as equações (A.3.7) do seguinte 
[Referência l] : .
= eç + V z
(A.:
£ , = £ : +  k. z 
<j> <f> <P
(A.:
o .
Yi-j, = Y + 'z Ç4> Ç<j> . ^
. (A.:
ou, na forma matricial: i 7
{?} = {ê0 } + {k} z CA.
. 7. a) 
+
. 7 .b)
5 . 7 . c )  • 
modo
3.8.a)
3 . 8 . b )
3.8 .c)
3.8 .d)
onde :
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{e} =
rÇ<l>
r— o •,
(e }
Y,
í
o
0
{k}
0 vetor {.e 0 } representa as deformações específicas da 
superfície de referência e o vetor {k} as mudanças de curvatura 
da superfície de referência.- As relações para as deformações espe^ 
cíficas e mudanças de curvatura da superfície de referência são:
0 - 1  3u t v 5A + 1 
K A 3Ç AB 9<j) Rç
w (A.3.9.a)
1 1Z + J_ w + _u 3B
B 3(j) AB 35
(A.3.9.b)
Yi
O
£<!>
B _3_ rV-, + A JL ,u. 
A 3£ B B 3<j> A
(A.3.9.c)
v = 1 JL f_IL _ I M-) + _L M  rJL _ 1 1^)
Ç A 3Ç R ? A 3Ç AB 3<f> R^ B a<)>
(A. 3.9. d)
k, = 1 3 /■ v 
B.3cf> R 4>
1 3w-> + _1_ 3B ,_u_ _ _1 3w-j 
B 3cl) AB 3£ LR ç A 3Ç
(A.3.9.e)
,_ y _
r ;- - B 3 I K4> 
t<í> A 3£\ b
i  Ü2Í 
B d <|> + A JL
B 3(j)
_u_ _ * í.
Rç A 3Ç
(A.3.9.Í)
i As equações (A.3.9.) possibilitam o calculo das deforma
ções específicas e das mudanças de curvatura da superfície de re­
ferência de uma casca genérica, quando ê usada a teoria de- 
Kirchhoff-Love.
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Frequentemente os efeitos dos deslocamentos u e v nas 
mudanças de curvatura são desprezados [Referência l] . Neste traba 
lho, esta simplificação foi adotada e as equações de mudanças de 
curvatura ficam:
k + 1 M ( Í M )  (A. 3 . 9 . g)
í A 3Ç A 3Ç . AB 3<|> B 3<|>
k ,  = -  —  ( - -  — ) + —  —  ( A . 3 . 9 . h )
4> . B 3 <j> B 3cp AB 3£ A 3 Ç
V = - 1  ( - 4 r  - ^ )  + -  A '  (__JL ( A . 3 . 9 . Í )
. ?<!> A 3Ç B 2 3cf) B 3(j) A 2 3Ç
Particularizando as equações (A.3.9.) para as cascas de 
revolução estudadas neste trabalho, tem-se:
e° = -  —  + —  w . \ ■ (A. 3.10. a)
Ç A 3Ç Rç
O _  1 Sv , 1 , T J .  U  3B * ca 7-1 A K  ^e = • _  —  + —  w + —  —  f A . 3 .1 1) • b 1
<1> B 3(J). R^ AB 3Ç
o _~ 1 3v v 3B , í  3u í-a 7 m
Yr j  —  ~ —  —  + —  — - (A.3.1U.CJ
£<P A 3£ AB 3Ç B 3cf>
k r  = - -  —  + —  ^  -  (A.3.10.d)
í A 2 H 2 A 3 35 3Ç
—  —  CA. 3.10. e)
4* B 2 3<f>2 A 2B 3Ç
k + 2 3w 3B (A.3.10.f)
^  ' AB 3Ç34, a b 2 3cJ> 3Ç
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A .4. - EQUAÇÕES DE DEFORMAÇÕES ESPECÍFICAS E . MUDANÇAS 
DE CURVATURA EM TERMOS DAS COORDENADAS GENERALI­
ZADAS
Colocando as funções deslocamentos, dadas pélas equa­
ções (2.4.), e suas derivadas nas equações (2.14.), as equações 
de deformações específicas e mudanças de curvatura ficam:
. , 1 m- 1 m l m 2 1 m 3
=  a i  S i  “2 5 V 5 R ç  4
t í  «' * -  a" £ * 7  a ' l 2 ) cos m 4>.
A 6 A 9 A 10
(A. 4 .1. a. )
, 1 m 1 m r , l  m 2 1 m 3 
e . = (—  a + —  a ç> + —  a  _ Ç • + —— a „ Ç 
4» . . Rcj) 1 Rcf, 2 R(j, 3 R(f, 4
♦ H  am ç + ™ am - 5  a” K * o” e 2 +
AR 5 AR 6 R 7 R 8 AR 9
m  E 3 )  c o s , *
AR 10 R 11 R 12
(A. 4 .1 .b .)
r,
Z<$>
m m m m „  R ' iii , 1 • R '
R a 5 R ~6 ’ AR "7 VA AR
J U i i i  ^ l \  J t / * x i \  r  \  -
-  a, Ç - —  a + ( - -  a ,
m
S  a” 52 - 1  a m Ç3 * (li, - £-■ f;2)« " '♦ 
R 9 R 10 A AR 11
+ (! « 2
R' „3. m
—  t ) a 
AR 12
(A.4 . 1 .c.)
*í -■
R'R' a m + ( 2 RJ_R”
2 V *4 * A
2 m 
2 a 3
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r3 R fR" r 2 
A 4 '
O  am 
A'2 4
cos m <|) (A.4.1.d.)
HL a* + (HL ç - -i-.) a . + (^- V  
r2 1 r2 a 2R 2 . R z • A 2R
O  .
m 4- r™ 2 r3 a + (—  t,
3  R . 2
3 A L  Ç2) a1^ 
A 2R 4
cos m <}> (A. 4 .1. e . )
2m R- a™ + c22 . 2mJJ. ç) a” * (Í1
AR 2 1 - A R  A R 2 .AR
_ 2m R 1 r2-)am + ^2 _ 2m R_  ^3. am senm(f> (A.4.1.f.)'
A R 2 3 AR A R 2 4 J
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A. 5. TENSÕES E MOMENTOS RESULTANTES
Neste apêndice determinam-se tensões e momentos resultan­
tes por unidade de comprimento para cascas finas.
Considera-sè um elemento infinitesimal de casca determi. 
nado por dois planos perpendiculares às linhas de coordenadas K e 
4) e distante z da superfície de referência, tendo a espessura d z , 
como indicado na Figura (A.5.1.).
Figura A . 5.1. - Elemento infinitesimal de casca
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As ãreas infinitesimais das superfícies laterais, per­
pendiculares aos eixos coordenados Ç e <}>, do elemento são |Refe­
rência 1 1 :
dA|r = 3 d<J> d z (A. 5.1. a)
e
. dA^ = a dÇ dz , . (A.5.1.b)
Levando em conta as equações para os coeficientes de 
Lamê, deduzidas no Apêndice A . 2., as relações (A.5.1.) ficam:
■ dAr = B (1 + -^ -) dcj> dz (A.5.1.C)
$ .
dA = A (1 + ~ )  dí dz (A. 5.1. d)
■ S
. As tensões atuantes.nestas ãreas infinitesimais também
aparecem na Figura (A.5.1.) onde estão colocadas segundo sua con­
venção positiva, dada pela Figura (A. 5 . 2 . ) ,' para um elemento infi_ 
nitesimal:
Figura A . 5.2. - Convenção positiva das tensões
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Estas tensões se distribuem ao longo das superfícies 
perpendiculares aos eixos coordenados Ç e cj> e. a Figura. (A.5,3.) as 
mostra.de forma generica, sendo que elas são equivalentes as tensões re 
sultantes N ç , N^, N ^ ,  M ç , Q ç e Q^, que são forças e mo­
mentos por unidade de comprimento’.
NOTA -  AS TENSÕES E ESTÃO PL0TADAS GIRADAS DE - 9 0 °
EM TORNO DOS EIXOS ^  E í> , RESPECTIVAMENTE.
Figura A . 5.3. - Tensões e momentos resultantes.
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Para calcular a tensão resultante , considera-se que 
a força total de tração na superfície de referência do elemento 
de casca',, na direção Ç e - .
r h 2 f h T
Nç B d<$>= J Oç dA  ^ = J a ç Ê d^dz
h l h l
donde se obtem:
• h 2 -
- —  / 0 Cr dz . (A. 5.2 a)
Ç B J C .
. ' h l
sendo que e h 2 localizam as superfícies- interna e externa' da 
casca em .relação ã .superfície de referência.
Considerando a equação para o coeficiente de Lamê 3 de? 
duzida no Apêndice A . 2., tem-se:
■ h 2
N r = I c r (1 + — ).dz ' (A.5.2.b)
Z ■ J u t R(J) 
h i '
Para calcular o momento resultante , considera-se que
o momento total que equilibra a integral das tensões normais, na 
superfície perpendicular ‘ao eixo coordenado Ç , ê
\ • r h 2 f k 2
Mç B d<f) = J  Oç zdA^ = J  a.ç z B d<J>
h i "i
donde se obtém:
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M>. - —  / B 0 , zdz (A.5.3.a)
' Ç B J Ç
h l
h2
Considerando a equaçao para o coeficiente de Lamê 3 de: 
duzida no Apêndice A. 2., tem-se:
'h 2
M p = I a, (1 + — ) z d z  (A. 5.3 .b) 
h l . ,
Do mesmo modo como foram obtidos a tensão resultante
Nç e o momento resultante , podem ser encontradas as oytras ten
sões e momentos resultantes, obtendo-se: . 
na face perpendicular ao eixo coordenado £:
h 2
N c , .= / T-j.. (1 + — ) dz (A. 5.4.)
W  ^  R (j) :
h l
li 2
T£í ) (l + ^ ) zdz (A. 5.5.)
h l ■ ■ ■'
h 2
QS ■ ]  TÇ * í l + £ ) d l  (A. 5.6.)
h r
\
na face perpendicular ao eixo coordenado <t>:
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V  - /  “4, C1 * ^  dz (A.5.7.)
h J 5
h 2 ■ ' '
N+e ‘ /  t h  C1 + 5 7 } dz ' . <-A -s -s -)
h i
^2
M = / 0 , (1 + z d z (A. 5.9.)
4> J <f> Rr
h, 5 ■ ■
h 2
M = / t , _ (1 + — ) z d z  (A.5.10.)
<f>Ç J <K -Rr
• ; «i /  
h 2
Q* - /  V  ÍJ f kV  dz (A.5.11.)
>'l 5 ' '
h 2
As equações obtidas para tensões e-momentos resultantes
são gerais. Considerando agora as hipóteses basicas, discrimina -
das na Secção 2.3. do Capitulo 2, tem-se que, se a casca é fina,os
quocientes —  e —  podem ser desprezados, p o i s , comparados com 
Rç Rc|)
a unidade, são muito pequenos.. Então estes termos são abandona­
dos nas equações de tensões e momentos resultantes. Considerando 
também que o tensor tensão ê simétrico, tem-se e. a‘s
equações para as tensões resultantes ficam:
\ •
\ . •
h 2
. ! h l
J Gç dz (A.5.12.a)
os momentos resultantes
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A .6 . - TERMOS DA MATRIZ DE RIGIDEZ [K ™ }  PARA UM 
ELEMENTO CILÍNDRICO
A equação (2.3 8.) fornece a matriz de rigidez
[K'm'J para um elemento finito curvo de casca de revolução. Consi­
derando um caso particular, qual seja, uma casca cilíndrica, os 
termos individuais de para um elemento finito cilíndrico
são listados abaixo. Para uma maior facilidade na notação destes 
termos, os elementos da matriz que relaciona tensões resultantes 
com deformaçoés especificas e mudanças de curvatura da superfície 
de referencia, dada por (2.23.d.), são redenominadas a seguir:
Et h
R = ^___ _—  • (A. 6 .1 . a .)
11 •
. 1 - v«
B 1 2  =  v Ç<t, B 2 2  =  V < K  B 1 1  (A.6.1. c . )
B,, = G r , h (A.6.1.d.)
Só t, <p •
£ h 3
D = _______ L --- ------ (A. 6 .1 . e . )
11 1 2 d  - '-ç*
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sao:
n-  - I r -  . .
Então, os termos de [K m ] para um elemento
- _ m 2 L B 11
K 11 ‘ —  33 3 ~  3
d
K12 ~ K 21 " 2™ ^ l 2 " B 33^
B
K13 K 31
12
B
K 14 K41
12
1 2 -
-  „2 t B,,
K1.5 " K 51 " 7  B 33 6 - —  a
CL '
K 16 . K61 " 2: B^ 12 + B 33')
B
K 17 .K 71
12
B
K 18 K 81
12 _L_ 
12
2 T 3
L q" = - —  B _ —  
19 o  33 i2
K 1 , 1 0 í . s !'b „  l 460 a 3
K l,ll ~ m ^ 1 2  + B 33^ 6
(A.ô.l.h.)
cilíndrico
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K 1 ,12 
*2 , 2  
■^2,3 
*2,4 = 
K 2,5
K 27 
K 28 
*29 = 
K 2 ,10 
* 2,11 
K 2 ,12 
*33
(Bi2 + B 33) 4
2 r B , 7 
—  B 97 -  + —  a 
a 22 3 L
K3,2
_7__m_
20 a B22 L
K 4,2
; K
m
5,2 J ~  ('B 12 + B 33^
_ 2 T B, t
*62 ■ 7 - »22 I  - - f  3 d
V  — 3  ^  13 T
72 20 a 22 L
Y  —  -q L
82 a ; *22 30
m (B12- + B 33^ 6
(B i2 + B 33) 4
22 12
—  —  L4 
6 0 a 22
-_ B 0 n 4 13 y 2 2 ^ m
"35
l^±± + n ■ ) L - —  O  D12
,3 22 a 5 12
—  D I 
5 53J
r-H I t-4
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12 D
11
v - V - ^  ( 22 + m D 1 L 2 - m (- —  D
34 . 43 " 21Õ.(~  ^ 3  22' & C 5 °12
2 ^ D 11 
! dj3) +
B
K35 K 53 = 2
12
K36 K63
3 f f i -p t
• 1 D n  L20 a 22
Kj7 K?j A  + D j L - —  (-^ D
70 a a 3 22 -a
----  J J t o
5 12
24 1 ^11+ —  D 7,) ±  _•*- a
5 33 L T 3
K38 K 83
Ji. (!l2 + h !  D , l 2
420 a " 3 33a
L  f. I  d 
a ( S. 12
K
»12 L ‘
39
K3,10
_3_ B 1 2 j  3
10
K3,11
m ' L
7 B 2 2 I5
K3,12
_4_
35 - » 2 2  L 4 .a
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KAI = C~ ^  + 4  D 22} —44 a a 3 22 105
3 _ ÍlÍ f. _1 d 
a C IS Dl2
—  D_ _.) L + 
15 33
V  4  D 1 1+ ------ a
K - P = K
B12 L
45 54 i2
K,, = K,„ = —  B 97 —  46 64 a 22 30
K47 K 74
J A  f h í  , d ' ) L 2 - s i  (i D
4 20 a a3 a 5 12
6 D
+ 5 D 33^
11
L2
^48 K 84
_L_ (ill + d ) L3 - —  (^r D 1 
140 o o 3 li-a a
— LI, -,
15 12
2 2 ^*11 + D „ )  L + — —  a
. 15 33 L
K49
B 12 L‘
60.
K
B12 L
4,10 30.
K
4,11
JL B ±- 
a 22 60
K
m
4,12
B 22
ü
42
98
T Bn  
Kr r = —  B ~  ~  + a5 5 a 33 3 L
K 56 K 65 F  12 ®33^
B
Kr -7 = K
12
57 7 5 2
K 58 K85
B12 L 
12
K 59
EL b ^  
a- 33 12
K 5,10 i s :  b „  L415 a 33
K 5,11 . " <B12 + B 33) T
k5,12 111 Cb12 * b 33)
m 2 r B~
Ka* =' —  \  a66 a . 22 3 L
K 67 K 76 20 a"1 B 22 L
K68 K 86
m r> L_ 
a 22 2°
L69
99
K6 ,10 “ m ^B 1 2 + B 33) \
m Z » 3 
K* ,, = - —  B , ? —
6,11 o 22 12
K, = - ■ J- 5L. B L4
6 , 1 2  1 5  a  2 2
a
12V - 1 3  ( - 2 2  ni p I L  -  m f -  —— P
77 - ^  (r "  a3 Ü22) L a C 5 D 12
■ —  D ) 
5 33
1 12 D 11—  + -----—  a
K 78 K 8 7
11 ^ 2 2  + m
210
4 2 
3 D22> L
2L_ r 6. d +• . 5 12 a . j
K 79
B 12 L '
5.'
K
3 B 12 L'
7,10 10
K
7,11
_2L  g L_
a 2 2 ' 12
ï? = " JJL JL R T 4
7,12 140 a 22 L
-  B-7-7 n,4 T 3 2 , Ò 4 D, ,
V '  ™  - 7  (- Ts °1 i~ k  ^  1 + - r 1 a
100
K 89
B12  L ‘ 
60.
K 8 , 1 0
B 12 L 
60.
K 8 , 1 1
JL B h -  
a. 22 60
Ÿ  = -ü- JL R L 5 
8,12 ‘ 420 a 22
K91
m p L 
T  33 12
12 "33' 6
K93 " B
l !
12 5
K94 = - B 12 60
K9 5 a B 33 12
K96
m ( B 1 2  + B 3 3 )  6
K97 ~ B 12 5
K9 8 “ - B 12 60
K99
—  B,, i-r- + B,, -— - 
a 33 30 11 3
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K9 ,10
S ,  11
K9 ,12 
*10.1 
K 10,2 
K10 ,3 
K10 ,4
K10 ,5 
* 1 0  , 6 - =
K r o , 7 
K10',8 
K 10 ,10 
K 10 ,11
K = ^L. B ^  + B 
10,9 . a 33 20 U  2
K ll,9
= 0
K 12,9 m (B12 + B 33) 60
7 m B T 4— "  D  «  7  JL»
60 a 33
m tB 12 + B 33^ T
—  B-. o L3 
10  12
T 4
- B 12 30
—  —  B „  L4 
15 a 33
m (B12 + B 33^ 4
T o B«  LÍ
- B
12 60
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